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Введение 

Для исследования поведения конструкции электронных средств под воздействием различ-
ных механических факторов применяют методы конечных элементов и методы конечных разно-
стей. Анализ математической модели, решаемой методом конечных разностей для механических 
процессов применительно к конструкциям РЭС, приводится далее. Знание того, какие исходные 
данные требуются для расчета, необходимо для возможности встраивания такой математической 
модели в процесс проектирования и обеспечения ее необходимым минимумом исходных данных 
для получения корректного результата. 

Описание предмета исследования 

Механические процессы в элементах несущих конструкций при динамических внешних 
воздействиях (удары, вибрации) представляются как процессы в полях упругих деформаций. Эти 
процессы характеризуются тем, что движение любого бесконечно малого элемента определяется 
действием соседних элементов, массовыми силами и силами инерции [1].  

Поскольку конструкции радиоэлектронных средств в общем случае рассматриваются как 
системы с распределенными параметрами, то в основу их расчетной модели могут быть положе-
ны дифференциальные уравнения в частных производных линейной теории упругости. Например, 
трехмерное напряженное состояние упругой среды описывается уравнениями Ламе [2, 3], кото-
рые в прямоугольной системе координат имеют вид 
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где   и   – константы Ламе, характеризующие физико-механические свойства материала: 
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где E  – модуль Юнга;   – коэффициент Пуассона;   – плотность материала. 
Расчет вибраций конструкций сложной формы (какими являются конструкции РЭС) путем 

аналитического решения системы уравнений (1) – трудноразрешимая задача. Поэтому для анали-
тического решения относительно простых задач применяют различные гипотезы о характере де-
формирования материалов конструкции, чтобы в итоге решение оказалось приемлемым для ин-
женерной практики. Мы также будем пользоваться этим приемом. 
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В классической теории упругости широко применяется гипотеза прямых нормалей (гипоте-
за Кирхгофа–Лява) [4], которая приводит к известному дифференциальному уравнению техниче-
ской теории изгиба [5]. Использование этой гипотезы дает хорошие результаты при расчетах ста-
тических процессов нагружения конструкций. Как будет показано ниже, расчеты вибраций на ос-
нове гипотезы прямых нормалей часто дают удовлетворительные результаты, и мы также будем 
пользоваться уравнениями, полученными на основе этой гипотезы, например, для пластин и пла-
стинчатых конструкций.  

Выбранные способы математического описания динамических процессов в пластинчатых 
конструкциях основаны на идеализированных представлениях о процессах деформирования 
упругих сред. Реальные материалы различных конструкций не являются идеально упругими, и 
это отличие проявляется в том, что все материалы обладают потерями энергии на внутреннее тре-
ние. В процессе нагружения в материалах возникают силы внутреннего трения, или диссипатив-
ные силы [6, 7]. 

В динамике диссипативные силы играют существенную роль, являясь, например, причиной 
затухания упругих колебаний в конструкциях. Если бы этих сил не было, то на резонансных ча-
стотах конструкции амплитуды колебаний и коэффициенты усиления возрастали бы бесконечно. 

Поэтому учет диссипативных сил при решении динамических задач весьма полезен с точки 
зрения приближения процессов в модели к процессам в реальной конструкции. 

Но, как правило, надежной информации о распределении сил трения в упругой системе не 
имеется [8], поэтому при учете потерь энергии на внутреннее трение пользуются разного рода ги-
потезами о распределении сил трения в материале [9, 10]. 

В данной работе потери энергии на внутреннее трение предлагается учитывать, используя 
понятие вязкости твердых тел. С этой целью используется реологическая модель Кельвина–Фойгта 
для линейной упруго-вязкой среды, в которой складываются упругие и вязкие напряжения: 

,E            (3) 

где   – деформация материала;   – диссипативная компонента напряжения; E  – модуль упру-

гости материала;   – коэффициент, характеризующий вязкость материала. 
На основе принятой модели (3) в работах [11, 12] разработан способ учета диссипативных 

сил в математическом описании вязкоупругого деформирования материалов и получения уравне-
ния динамического равновесия с учетом вязкости в виде 
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где 2 (1 ) /A E        ; , ,U V W  – соответственно левые части уравнений Ламе в формуле (2); 

0     – коэффициент динамической вязкости;   – логарифмический декремент колебаний; 

0  – частота собственных колебаний. 
Рациональность такого способа учета диссипативных сил (4) состоит в том, что здесь удает-

ся выразить сумму упругих и вязких напряжений через одни упругие напряжения, что очень эко-
номично по объему вычислений и объему используемой оперативной памяти при проведении 
расчетов на ЭВМ. 

Способы построения математического описания динамики пластин  
и пластинчатых конструкций на основе аппроксимирующих функций 

Для расчета динамических процессов в пластинах и пластинчатых конструкциях обычно 
используется уравнение в двухмерной постановке, построенное на основе гипотезы прямых нор-
малей [3], которое имеет вид 
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где   – плотность материала; d  – толщина пластины; D  – цилиндрическая жесткость при изгибе 
пластин 
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здесь E  – модуль упругости;   – коэффициент Пуассона. 
Уравнение (5) не является волновым [9], так как волновые уравнения имеют одинаковый 

порядок производных по времени и координатам. При нарушении этого условия скорость распро-
странения волн в расчете безгранично возрастает с увеличением частоты колебаний, что противо-
речит эксперименту. Это связано с идеализацией картины деформирования гипотезой прямых 
нормалей, в которой не учитываются такие факторы, как инерция вращения элементов пластины, 
искривление сечения и т.д. 

Эти факторы не играют существенной роли при достаточно длинных по сравнению с толщи-
ной пластины изгибных волнах, но при малых длинах волн их влияние становится значительным. 

Более общий подход к построению уравнений динамики пластин состоит в том, что форма 
сечений в процессе деформирования заранее не предопределяется; функция перемещения по 
толщине пластины выражается в виде некоторого ряда с неопределенными коэффициентами (ап-
проксимирующая функция), которые должны быть вычислены в процессе решения задачи. В ка-
честве членов ряда целесообразно использовать полиномы Лежандра [13]. Каждый из полиномов 
Лежандра хорошо аппроксимирует функцию перемещения, соответствующую определенному ви-
ду деформации пластины (линейное растяжение, поворот сечения и т.д.), а свойство взаимной ор-
тогональности этих полиномов позволяет значительно упростить расчетные соотношения. 

В [12] разработано математическое описание вибраций пластин с учетом разложения пере-
мещений и напряжений по толщине пластины в ряд по полиномам Лежандра, построенное на базе 
основных идей и принципов работы [13]. 

В качестве точных уравнений использованы уравнения Ламе в частных производных. После 
умножения каждого из них на полином Лежандра и интегрирования по толщине пластины полу-
чены уравнения динамического равновесия в виде 
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где ,m nqA A  – числовые коэффициенты, получаемые в результате интегрирования; ( 1),m n    

( 3), ( 5),..., 1, 2, 3, ...n n q    независимо от n ; ( 1), ( 3), ( 5),...,0 0n n n       . 

Здесь в уравнения движения типа (7) не входит координата ,z  а сама система содержит 3n  
уравнений. 

Для нас важен тот факт, что в полученную систему уравнений (7) в явном виде входят нор-
мальные и касательные напряжения на поверхности платы. Это дает возможность естественным 
образом ввести в модель упругие и неупругие силы, возникающие на поверхности платы при де-
формировании навесных элементов и покрытий. 

При сведении уравнений (7) к виду (5) в последнем аналогично в явном виде остаются нор-
мальные напряжения на поверхности платы: 
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где   – оператор Лапласа. 
Использование этих напряжений при расчетах дает возможность учесть дополнительно по-

верхностные силы, возникающие при деформировании навесных элементов и покрытий. 
Теперь можно чисто формальным путем произвести учет потерь энергии на внутреннее 

трение в математическом описании вибраций пластин с учетом разложения искомых функций в 
ряд по полиномам Лежандра. Для этого обозначим левые части уравнений (7) через функции 

,n nU V  и nW  соответственно. В итоге получим 
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Для проведения расчетов уравнения (9) приводятся к виду рекуррентных соотношений [1]: 
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        (10) 

где ( ) ( ) ( ), ,h n h n h nU V W  – левая часть (7), представляемая в разностной форме. 

Уравнения (10) позволяют построить алгоритм рекуррентного вычислительного процесса 
для определения искомых функций, изменяя шаг по времени   и подставляя в правую часть из-
вестные значения , ,n n nu w , последовательно по временным шагам можно вычислить значения 

требуемых функций. 

Расчет нестационарных процессов с учетом свойств навесных элементов 

В расчетных уравнениях (10) учитываются потери энергии на внутреннее трение, возника-
ющее в материале несущей пластины. 

Для учета неупругих свойства навесных элементов используется способ, примененный в [11]. 
Тогда, например, третье уравнение в (10) преобразуется к виду 
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          (11) 

Аналогично записываются другие уравнения. 
Таким образом, в расчетной модели учитываются не только потери энергии на внутреннее 

трение в материале пластины (коэффициент A ), но и потери энергии в выводах навесных эле-

ментов или в материале покрытий (коэффициент B ). 

При численном решении функции ( ) ( ) ( ), ,h n h n h nU V W  в уравнениях (11) представляются в 

разностной форме. 
В нестационарных задачах кроме граничных условий необходимо задавать начальные усло-

вия, т.е. состояние конструкции в начальный момент времени t = 0. 
При расчете вибраций необходимо знать начальное энергетическое состояние всех элемен-

тов, которое зависит от их потенциальной и кинетической энергии. Потенциальная энергия опре-
деляется силами упругости, т.е. взаимным расположением узлов, а кинетическая – их скоростью. 

Иными словами, в начальных условиях нужно задать все начальные перемещения и скоро-
сти. Удобно использовать такие моменты времени, когда состояние конструкции известно полно-
стью. Например, момент начала движения и момент остановки при возбуждении модели кинети-
ческим ударным воздействием – случай нулевых начальных условий. При этом модель в два 
начальных момента времени находится в недеформированном состоянии. 

Полученная таким образом система разностных уравнений (11) совместно с краевыми усло-
виями, записанными в разностной форме, представляет собой разностную постановку краевой за-
дачи расчета нестационарных процессов. Входящие сюда алгебраические уравнения должны об-
разовать замкнутую систему. 

Формированием системы алгебраических уравнений завершается построение дискретной 
расчетной модели конструкции. 

Анализ режимов вынужденных колебаний 

Для анализа изгибных колебаний пластин широко используется бигармоническое уравне-
ние [15]. Его основное достоинство – простота. Для низкочастотных процессов уравнение (5) дает 
удовлетворительные для практики результаты. 

В данной работе используется разработанная в [13, 16] на основе бигармонического уравне-
ния (5) дискретная модель для анализа вынужденных колебаний пластинчатых конструкций типа 
печатных плат с различными способами закрепления и с учетом массы навесных электрорадио-
элементов (ЭРЭ). Алгоритм модели построен так, что позволяет вести расчет либо при жестком 
креплении платы, либо с учетом амортизаторов, либо с сочетанием этих типов крепления. Необ-
ходимость учета амортизаторов вытекает из потребностей производства, поскольку в настоящее 
время наиболее перспективными методами снижения перегрузок ЭРЭ считается использование 
демпфирующих прослоек и малогабаритных виброизоляторов [17]. Внешние воздействия задают-
ся в каждую из точек крепления конструкции кинематическим способом; модель позволяет про-
водить расчеты, когда точки крепления кинематически связаны и когда они кинематически не 
связаны. 

При построении модели пластины (5) преобразуется к виду 

2
2

2i
w

D w p d
t

   


,          (12) 

где левая часть записана через оператор Лапласа, d  – толщина пластины. 
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С учетом потерь энергии на внутреннее трение, внешней гармонической возмущающей си-
лы ( , , )F x y t  и коэффициента динамической вязкости уравнение (12) запишется 

2
2 2

2
( , , ).i

w
D w D w p d F x y t

t t

           
               (13) 

В общем случае для узла модели, «связанного» с амортизатором (рис. 1), в уравнение со-
стояния (13) вводятся члены 

( ),
i ia a i kF C w w        (14) 

где ai
C  – жесткость амортизатора (верхнего – aвC  и нижнего – aнC ), iw  – соответствующее пе-

ремещение узла платы, kw  – перемещение корпуса, к которому крепится амортизатор (рис. 1).  

 

 

Рис. 1. Схема крепления точки платы на амортизаторах 
 
Поделив (14) на площадь крепления амортизатора и учитывая потери на затухание в амор-

тизаторе, подставим (14) в (13): 

       aв aн aв aн2 2
i k a i k

a a

C C C C
D w w w D w w w

S t t S

            
 

 

2

2
( , , ) ,i

w
F x y t p d

t

  


                          (15) 

где aS  – площадь амортизатора, a  – коэффициент динамической вязкости амортизатора. 

Заменим производные по времени в левой части (15) их разностным аналогом с шагом дис-
кретизации по времени, равным  : 

   

       

aв aн2 2 2

aв aн aв aн

2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

i k
a

a
i k i k

a a

i

C C
D w t D w t D w t w t w t

S

C C C C
w t w t w t w t

S S

w
p d

t

             

          

 


       (16) 

где ( )w t  – перемещения узлов платы в настоящем временном слое, ( )w t    – перемещения в 

прошедшем временном слое.  

Z 

Y 

ωk 

ωi 
FAB 

FAH 

ωk 

FAB = –CAB(ωi – ωk) 

FAH = –CAH(ωi – ωk) 
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Раскрыв скобки в (16) и сгруппировав члены уравнения, получим окончательно 

   

   

2
aв aн

2
2

aв aн 2

(1 )(1 )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

a
i k

i i a

a i
i k

i i a

AKVAKV D
w t C C w t w t

p d p dS

AKV wAKV D
w t C C w t w t

p d p dS t

         
                 

            (17) 

где , ;a
aAKV AKV

 
 

 ip  – коэффициент плотности, учитывающий массу навесного эле-

мента [18].  
Фактически левая часть (17) представляет собой ускорение a каждой точки платы. С учетом 

этого и выразив вторую производную в правой части ее разностным аналогом, запишем расчетное 
рекуррентное соотношение: 

2 2 ( ) ( ) ( )a w t w t w t        .                  (18) 

Для построения дискретной расчетной модели пластины представляем производные, вхо-
дящие под знак оператора Лапласа в левой части (18), в разностном виде [19]. Получим уравне-
ние, справедливое для любого узла сетки в пределах пластины и отстоящее от границы не менее 
чем на два шага. Чтобы уравнение было справедливо и для остальных узлов, в том числе и гра-
ничных, вводятся законтурные узлы. Поскольку уравнение содержит производные четвертого по-
рядка, которые в разностном виде записываются на пятиточечном шаблоне, в общем случае вво-
дятся два ряда законтурных узлов. Различные варианты закреплений и соответствующие им гра-
ничные условия разобраны в [13]. Масса навесного элемента учитывается в модели в виде коэф-
фициента плотности: 

э
i n

x y

m
p

h h d
  ,     (19) 

где эm  – масса (или часть массы) навесного ЭРЭ, относящаяся к данному узлу; ,x yh h  – шаги сет-

ки по осям x  и y ; d  – толщина пластины; n  – плотность материала пластины. 

Такое представление эквивалентно построению модели для платы, материал которой имеет 
переменную плотность. Такой подход позволяет учесть нерегулярное распределение элементов на 
плате. 

Алгоритм поиска зон навесных электрорадиоэлементов 

Навесные электрорадиоэлементы (ЭРЭ) задаются при подготовке расчетной модели в виде 
прямоугольных проекций их на плоскость пластины. Координаты каждой такой зоны назначают-
ся по габаритным размерам ЭРЭ. При регулярной структуре несколько ЭРЭ могут быть объеди-
нены в одну зону. 

Важную роль играет адекватное размещение элемента в узлах конечно-разностной сетки. 
Вокруг каждого узла модели-сетки (рис. 2, 3) выделяется дискретный элемент размером x yh h , 

где _ _ _ _xh x kn R x kn L   и _ _ _ _yh y kn R y kn L   – шаги сетки по осям координат. 

Определяется принадлежность каждого навесного элемента к соответствующему узлу (или 
узлам) сетки путем сравнения координат узла с координатами зоны навесного ЭРЭ. 

Графически идея поиска зон навесных ЭРЭ отражена на рис. 2 и 3, где выявлены все воз-
можные случаи пересечения навесного элемента с дискретным элементом сетки. Значение dX  и 
dY  численно показывают, какая часть площади навесного элемента относится к данному узлу. 

После этого анализа вычисляется коэффициент плотности ip  каждого узла модели по (19). 

При пресечении в узле нескольких элементов их коэффициенты плотности суммируются. 
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                                                          Вариант 1            Вариант 2 

 
                                                          Вариант 3              Вариант 4 

Рис. 2. Для расчета коэффициента плотности по X 
 

 
                                                     Вариант 1                  Вариант 2 

 
                                                     Вариант 3                 Вариант 4 

Рис. 3. Для расчета коэффициента плотности по Y 
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Полученные результаты 

В данной работе описана методика построения модели пластинчатой конструкции элек-
тронного узла. Выбрана модель расчета вибраций конструкций сложной формы. Выбрана рацио-
нальная методика учета диссипативных сил, позволяющая очень экономично по объему вычисле-
ний и объему используемой оперативной памяти использовать ресурсы ЭВМ при проведении 
расчетов. 

Обоснован выбор алгоритма рекуррентного вычислительного процесса для определения ап-
проксимирующих функций для метода конечных разностей. 

Выбрана модель расчета нестационарных процессов с учетом упругих и неупругих свойств 
навесных элементов и покрытий, позволяющая выполнять моделирование печатных узлов для 
анализа режимов вынужденных колебаний. Для экономии вычислительных ресурсов задача ре-
шается в двухмерном варианте. Для получения максимальной точности предложен алгоритм по-
иска зон навесных электрорадиоэлементов, позволяющий учесть массы элементов без увеличения 
размеров сетки математической модели и получить приемлемую точность. 
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Аннотация. В работе рассматривается модель, 
предназначенная для исследования пластинчатой 
конструкции печатного узла методом конечных раз-
ностей. Рассмотрены способы выбора аппроксими-
рующих функций и методика расчета нестационар-
ных процессов с учетом упругих и неупругих 
свойств навесных элементов и покрытий, позволя-
ющая выполнять моделирование печатных узлов для 
анализа режимов вынужденных колебаний. Для по-
лучения максимальной точности предложен алго-
ритм поиска зон навесных электрорадиоэлементов, 
позволяющий учесть массы элементов без увеличе-
ния размеров сетки математической модели.  

Abstract. The functional relationship of number of acci-
dents and damage (death toll) is discussed. The analyti-
cal dependences of quantitative values of the frequency 
of accidents and disasters are approximated by various 
distributions. The results based on statistics of fires, ex-
plosions, emissions of harmful chemicals and dam 
breaks are given. Also two types of socially significant 
technological objects – aircraft and nuclear power plants 
are considered. According to the results obtained, it is 
highly significant to use the values of technological risk 
at the stages of design and operation of highly complex 
crucial systems. 

  
Ключевые слова: печатный узел, механические воз-
действия, математическое моделирование, перемен-
ная плотность, метод конечных разностей. 
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